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 Abstrakt: 
 
Cílem práce je seznámení se s problematikou lineární lomové mechaniky, popisem napětí 
a deformací v okolí vrcholu trhliny pomocí teorie rovinné pružnosti v ortotropních mate-
riálech. První část je věnována teoretickým základům lomové mechaniky. Druhá část se 
zabývá numericko-analytickým algoritmem pro určení exponentu singularity napětí trhliny 
kolmé na rozhraní dvou materiálů. Poslední, třetí část, je zaměřena na testování algoritmu 
na konkrétních  konfiguracích materiálu a zatížení trhliny na bimateriálovém rozhraní. 
V závěru vyhodnocuji numerické výsledky a vlivy mechanických vlastností materiálů 
s trhlinou kolmou na jejich rozhraní. 
 
 
Abstract: 
 
Subject of this work is resolving problems of linear crack mechanics, description of stress 
and deformations in the vicinity of the top of the concentrator with plane elasticity theory 
in orthotropy materials. First part is engaged in basic relations in crack mechanics. Second 
part is engaged in numeric-analytic algorithm for determination of stress singularity of 
crack perpendicular to interface of two materials. Third part is focused on testing algorithm 
on specific configuration of material and tension of crack in bimaterial interface. In the 
conclusion, numeric results and impact of mechanic qualities of materials with crack 
perpendicular to their interface are evaluated. 
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1. Úvod 
 
Při navrhování součásti nebo výrobku musíme brát do úvahy mnoho aspektů. Jedním 
z nich je i nukleace, iniciace a šíření trhlin, kterými se zabývá lomová mechanika. Jak 
uvádí [1]: Trhlina je oblast v tělese, v níž nastalo porušení soudržnosti usměrněným šíře-
ním z jednoho nukleačního místa. Jedná se o proces, který následkem zatěžování končí 
rozpadem tělesa ne dvě nebo více částí. Je to nevratný, nežádoucí proces a mnohdy má 
tragické následky, jak dokazují některé historické události. 
 
 Křehkému lomu podléhaly lodě Liberty. Z 2 700 lodí postavených během druhé světo-
vé války bylo okolo 400 lodí potopeno důsledkem špatné koncepce. Jednalo se o vel-
kolepý projekt zahájený roku 1940. Pohon zajišťovaly parní turbiny. Pohonnou látkou 
bylo uhlí nebo nafta. Z důvodu úspor nákladů a výrobních časů se přešlo z nýtovaných 
spojů na svařované. Vlivem špatných svarových vlastností s kombinací špatné volby 
materiálů a koncentrátory napětí se některé lodě rozlamovaly ve střední části trupu 
(viz obr.1). Dodnes se zachovaly dvě plavidla sloužící jako muzeální lodě. 
 
 
 
Obr. 1: Loď Liberty; následek porušení křehkým lomem. 
 
 Dalším případem jsou letadla Comet od Anglické společnosti De Havilland. Tyto 
proudové stroje byly ve své době nejmodernější civilní letouny. Bohužel, po jejich 
zavedení do běžného provozu došlo k několika tragickým nehodám. K první v květnu 
1953 ve východní indii nedaleko Kalkaty, hlavního města státu Západní Bengálsko, 
při prudké bouři. K další nehodě došlo za nejasných okolností o rok později. Během 
letu z Říma do Londýna ztratila kontrolní věž s Letounem Comet G-ALYP spojení. 
Podle očitých svědků se letadlo zřítilo severně od ostrova Elba, přičemž povětrnostní 
podmínky byly dobré. To rozpoutalo vyšetřování. Z dohledaných trosek vyplynulo, že 
došlo k porušení trupu vlivem únavového lomu. Jeden únavový cyklus se rovnal 
jednomu letu, kdy při vysokých výškách byla kabina tlakovaná na necelých šest atmo-
sfér. Při poměrně malém počtu cyklů vznikaly trhliny v předních rozích předního 
okénka na střeše kabiny (viz obr.2). K iniciaci docházelo na hraně vyvrtaného otvoru, 
který sloužil k upevnění potahu trupu. Obvodové trhliny vznikaly z hlavní podélné 
trhliny, která se šířila od okénka směrem k ocasu letadla. To mělo za následek rozpad 
letounu při letu. Tato tvrzení se ověřovala na simulacích ve vodní nádrži. Další série 
těchto letadel byla konstrukčně upravena. 
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Obr. 2: Fotografie trosek  letounu G-ALYP (Ze zprávy Univerzity v Edinburgu, 2009). 
 
 Také dnes se konstruktéři učí z předchozích chyb a zjišťují, že stále je co objevovat 
a vylepšovat. Typickým důkazem je nedávná nehoda německého vysokorychlostního 
vlaku ICE 884 nedaleko malého městečka Eschede v Dolním Sasku. Dne 3. června 
1998 na pravidelné lince Mnichov - Hamburk vlak při 200 km/h vykolejil a narazil do 
pilířů mostu (viz obr.3). Při této nehodě zemřelo 101 lidí. Příčinou byla snaha zlepšení 
pohodlí a komfortu cestujících. Místo původních monoblokových kol se použilo obru-
čových kol s vloženou vrstvou gumy mezi diskem a obručí. Tato koncepce se běžně 
používá u tramvají městské hromadné dopravy. Ty ovšem jezdí malou rychlostí. Pou-
žití těchto kol u vysokorychlostního vlaku mělo za následek cyklickou únavu obruče, 
vzniku únavové trhliny a vykolejení vlaku. 
 
 
 
Obr. 3: Následky nehody vlaku ICE 884; Příklad obručového kola s vloženou vrstvou 
gumy. 
 
Našli bychom mnoho dalších podobných událostí, které, mimo jiné, vedly k rozvoji lomo-
vé mechaniky. Trendem dnešní doby je užívání moderních kompozitních materiálů. 
Mechanické vlastnosti jsou stejné nebo podobné jako u klasických materiálů. Jejich vel-
kou výhodou je nižší hmotnost a schopnost snášet větší zatížení. Avšak cenou za tyto 
vlastnosti je složitější a komplikovanější popis jejich chování, zejména z pohledu lomové 
mechaniky. 
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2. Základní pojmy lomové mechaniky 
 
2.1. Módy zatěžování 
 
Při zatěžování tělesa s trhlinou je důležité znát způsob namáhání trhliny. Pro popis 
zavádíme tři základní zatěžovací módy (viz obr.4), pomoci nichž můžeme určit chování 
trhliny. Způsob zatížení trhliny odpovídá následujícím třem zatěžovacím módům, pří-
padně jejich superpozicí 
 
 Mód I - trhlina je rozevírána. Příkladem je příčné tahové napětí vzhledem ke směr 
šíření trhliny. Tento mód je považován za nejnebezpečnější. Důvodem je urychlování 
šíření trhliny tělesem.  
 
 Mód II - je představitelem smyku v rovině. K nespojitosti dochází tak, že lomové 
plochy trhliny se posouvají v její rovině kolmo na čelo trhliny a způsobují smykové 
posuvy.  
 
 Mód III - poslední mód je chápán jako smyk v prostoru. Lomové plochy se posouvají 
v rovině rovnoběžné s přímkou čela trhliny, tzn. posuvy vznikají v rovině rovnoběžné 
s rovinou střihu a čelem tělesa [2]. 
 
 
 
Obr. 4: Typy zatěžovacích módů trhliny. 
 
2.2. Plastická oblast 
 
Kromě módů zatěžování, které nám určují způsob otevírání trhliny, je důležité určit 
napjatost a deformaci tělesa s trhlinou. Trhlinu lze chápat jako vrub s velmi ostrým 
kořenem, který má velký vliv na napjatost v tělese. Na čele trhliny vzniká vysoká 
koncentrace napětí a to již při nízkém zatěžování. V průběhu rozvoje lomové mechaniky 
vznikly dvě základní koncepce pro popis chování trhliny pojmenované podle jejich 
zakladatelů. Prvním z nich (1920) byl Angličan A. A. Grifith, jehož teorie byla postavena 
na energetických principech. Podle ní k lomu dochází, jakmile deformační energie uvol-
něná při růstu trhliny je dostatečně velká k překonání energie nutné pro vznik volného 
povrchu materiálu. Grifith pracoval ze skleněnými vzorky a tudíž se jeho závěry 
shodovaly s dokonale křehkými materiály. Až později roku 1956 Američan G. R. Irwin 
zavedl aplikaci na kovové materiály, kde je nutné uvažovat energii odpovídající plastické 
deformaci.  
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Pro těleso s trhlinou můžeme definovat vztah pro popis napěťového pole v blízkém 
okolí čela trhliny. V případě zavedení polárního souřadnicového systému s počátkem na 
čele koncentrátoru napětí (viz obr.5) platí vztah (Irwin): 
 
 ∑
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−
⋅
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n
k
ijk
k
ij Fr
H
1
1 )(
2
θ
pi
σ δ , (1) 
 
kde σij jsou složky tenzoru napětí, Hk je tzv. zobecněný faktor intenzity napětí (v případě 
homogenního prostředí hovoříme o faktoru intenzity K), r a θ jsou polární souřadnice  
(viz obr.5), číslo δ je tzv. exponent singularity napětí, funkce Fijk je bezrozměrná funkce, 
jejíž tvar závisí na geometrii součásti a vlastnostech materiálu. Číslo n závisí (podobně 
jako funkce Fijk) na charakteru konkrétní úlohy, kde např. pro homogenní isotropní mate-
riál číslo n = 1 může odpovídat zatěžovacímu módu I, n = 2 módu II a n = 3 módu III [3].  
Cílem předkládané práce je mimo jiné nalézt tvar funkce Fijk a jí odpovídající expo-
nent singularity δ.  
 
 
 
Obr. 5: Polární souřadnicový systém elementárního prvku v blízkém okolí čela trhliny. 
 
2.3. Faktor intenzity napětí 
 
Je podstatnou veličinou pro lomovou mechaniku. Pro posouzení pevnosti tělesa 
s trhlinou je důležité určit tento faktor. Dnes již existuje mnoho exaktních výrazů, 
eventuálně grafických průběhů pro různá tělesa, trhliny i zatížení. V lineárně pružném 
materiálu určují nejen napjatost a deformaci v malém okolí trhliny, ale i její tvar a ote-
vření. Dále pak velikost plastické oblasti a uvolněnou energii v důsledku šíření trhliny 
(pokud se nemění vnější zatížení). Podle typu módu zatěžování je označován indexy 
římských čísel. Příkladem můžeme uvést vztahy pro složky tenzoru napětí σr, σϕ 
a τrϕ   před čelem trhliny zatěžované módem I v isotropním homogenním prostředí 
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kde r a θ jsou polární souřadnice a KI je faktor intenzity napětí pro těleso namáhané 
módem I.  
 
V případě trhliny na rozhraní dvou materiálů hovoříme o tzv. zobecněném faktoru 
intenzity napětí Hk, který navíc v případě anisotropních materiálů v sobě kombinuje vše-
chny módy zatěžování. Proto místo římských indexů píšeme arabské číslice (k = 1, 2, 3). 
Faktory intenzity napětí řadíme sestupně podle velikosti [4]. 
 
2.4. Stabilita šíření trhliny 
 
V tomto odstavci se budeme zabývat pouze trhlinou v isotropním prostředí. Za jistých 
okolností se trhlina šíří samovolně bez změny vnějšího zatížení. Tím dochází k poklesu 
energie napjatosti, kterou označíme jako hnací sílu trhliny Gt. Jak jsme již uvedli tato 
energie souvisí s faktorem intenzity napětí K podle vztahu 
 
 
E
K
dab
dWG It
2
=
⋅
= , (3) 
 
kde W je energie napjatosti tělesa, a délka trhliny, b tloušťka vzorku, KI faktor intenzity 
napětí při módu I a E je Youngův modul pružnosti materiálu.  
Výraz v absolutní hodnotě ve vztahu (3) udává uvolněnou energii napjatosti při 
zvětšení lomové plochy o jednotku. Pro určení, zda se trhlina šíří samovolně nebo je po-
třeba dodávat energii, slouží rovnice energetické bilance ve tvaru 
 
 epz dWdWdW −= , (4) 
 
kde dWp představuje energii potřebnou pro zvětšení délky trhliny o da, dWe je pokles 
energie napjatosti a dWz je energie vnějšího zatížení (práce vnějších sil) [1].  
Rovnice (4) platí za předpokladu statického a izotermického procesu. Při rozboru 
zjistíme, že mohou nastat tyto tři případy: 
 
1. 0>⇒< zep dWdWdW  - Nerovnost udává, že k šíření trhliny je potřeba dodávat 
energii vnějšího zatížení. Tento stav je pro nás výhodný a je označován jako sta-
bilní stav trhliny. Pokud nezvýšíme vnější zatížení, trhlina se nebude dále šířit.  
 
2. 0=⇒= zep dWdWdW  - V tomto případě k šíření trhliny stačí uvolněná energie 
napjatosti. Samovolné šíření nelze ovlivnit změnou vnějšího zatížení. Takový stav 
je označován jako mezní a snažíme se mu předejít.  
 
3. 0<⇒< zep dWdWdW  - Poslední případ je opět případem nestabilním a tím 
i nechtěným. Šíření trhliny uvolňuje více energie, než je třeba pro vlastní šíření. 
Přebytečná energie se přeměňuje na energii kinetickou. Mohou zde vznikat dyna-
mické jevy jako šíření více trhlin, větvení apod. 
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3. Napětí a posuvy v okolí trhliny 
 
V této kapitole se budeme zabývat případem kolmé trhliny na bimateriálovém roz-
hraní dvou ortotropních materiálů (viz obr.6). Jedná se o dva dokonale spojené materiály, 
které mají tři (navzájem kolmé) roviny symetrie materiálových vlastností. Abychom 
mohli popsat chování trhliny na tomto rozhraní, je nutné definovat určité matematické 
vztahy pro popis a výpočet požadovaných parametrů. 
 
 
 
Obr. 6: Schéma trhliny kolmé na bimateriálovém rozhraní. 
 
3.1. Odvození výpočtových vztahů 
 
V druhé polovině minulého století vznikla teorie rovinné anisotropní pružnosti, známá 
podle jmen svých tvůrců jako tzv. Lechnicky-Eshelby-Strohův formalismus (dále jen LES 
formalismus). Tato teorie vychází z vlastností funkcí komplexní proměnné. Má-li funkce 
v komplexním oboru derivaci, splňuje automaticky tzv. bi-harmonickou rovnici a tudíž 
může být použita jako Airyho funkce napětí. V tomto případě hovoříme o harmoničnosti 
funkce, která je ekvivalentní s diferencovaností funkce v oboru komplexních čísel (viz 
dodatek A). Další výhodou využití komplexního oboru je zjednodušení popisu elastických 
vlastností materiálu, které jsou popsány pomocí LES formalismu třemi konstantami, tzv. 
charakteristickými (vlastními) čísly. V případě ortotropního materiálu se počet těchto 
čísel redukuje na dvě. Jedná se o speciální případ, kdy zanedbáváme třetí osu a tím 
zvyšujeme symetrii tělesa s pohledu zatěžování. Absolutní hodnoty vlastních čísel určíme 
z následujících vztahů 
 
 ( ) ( ) ∞<<−=+= −− δλµλµ 1pro, 4/124/11 mnmn , (5) 
 11-pro224/121 <<+==
− δλµµ mn , (6) 
 1pro4/121 ===
− δλµµ , (7) 
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Miroslav Svoboda Problém trhliny v blízkosti bimateriálového rozhraní 
VUT v Brně, FSI  ÚMTMB 14
veličiny s11, s22 a s66 jsou prvky matice poddajnosti, která slouží jako trojrozměrný popis 
materiálových charakteristik z pohledu napětí a deformace v závislosti na směru. Pro orto-
tropní materiál má tato matice devět nezávislých prvků. 
Dále uvažujeme pouze případ materiálu (5) a (7), tj. když 1 ≤ δ < ∞. Potom pro 
posuvy ux, uy  a složky tenzoru napětí σxx, σyy a σxy platí vztahy 
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kde µ1 a µ2 jsou výše uvedené hodnoty charakteristických čísel, funkce f11(x,y), f12(x, y),  
f21(x, y) a f22(x, y) jsou libovolné funkce, které se stanovují pomocí okrajových podmínek. 
Navíc musí splňovat tzv. Cauchy-Riemannovy podmínky, které udávají zda funkce mají 
totální diferenciál v bodě [x, y]. Rovnice jsou ve tvaru 
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Vztahy pro napětí v rovnici (9) upravíme do tzv. funkcí napětí, které představují složky 
vektoru ϕ = (ϕx, ϕy) 
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Zderivujeme-li souřadnice vektoru ϕ  uvedené v (11), dostaneme napětí podle vztahů 
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Pomocí funkce napětí uvedené v (11) lze kromě složek tenzoru napětí vyjádřit tzv. vektor 
výsledné síly T = (Tx, Ty) působící podél křivky. Příkladem je vektor výsledné síly podél 
polopřímky, který vychází z počátku souřadnicového systému a prochází bodem [x, y].  
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Platí-li předpoklad ϕx(x, y) = ϕy(x, y) = 0 pro bod jdoucí do nekonečna ([x, y] → ∞), 
píšeme vztahy 
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Za pomocí polárního popisu souřadnic (viz obr.5) a vektorů uvedených v (13) lze psát 
vztahy pro napětí v radiálním a tečném směru 
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kde r a θ  jsou polární souřadnice.  
Dále je nutné určit funkce f11(x, y), f12(x, y), f21(x, y) a f22(x, y) uvedené ve vztahu (9). 
Pro případ trhliny se tyto funkce hledají ve tvaru 
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kde Hk je zobecněný faktor intenzity napětí, δ je exponent singularity vyjadřující 
rozložení napětí kolem koncentrátoru (trhliny). Jedná se o námi hledaný exponent. Uvažu-
jeme pouze jeho reálnou hodnotu. Veličiny ν11, ν12, ν21 a ν22 jsou složky tzv. vlastních 
vektorů v1 = (ν11, ν12) a v2 = (ν21, ν22), které odpovídají danému exponentu singularity δ 
a pro parametry Ri a Ψi (kde i = 1, 2) platí 
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3.2. Okrajové podmínky a podmínky spojitosti 
 
Pokud počítáme problém trhliny pomocí vztahů uvedených v předchozí kapitole, ne-
obejdeme se bez podmínek, které konkretizují dané řešení. V našem případě trhliny kolmé 
na bimateriálové rozhraní definujeme tyto okrajové podmínky a podmínky spojitosti pro 
napětí a posuvy 
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kde indexy I, II a III označují jednotlivé oblasti materiálů (viz obr.6). Podmínky uvedené 
v (18) určují nejen směr trhliny a tvar rozhraní (spojení matriálů), ale hlavně představují 
soustavu dvanácti homogenních rovnic pro neznámé vektory IIIIIIII 2121 ,,,, vvvv K  funkcí 
uvedených v (15), definovaných na jednotlivých oblastech materiálu (oblastech I, II a III). 
Tuto soustavu z hlediska řešení zapíšeme do maticového tvaru 
 
 
( ) ,0vA =δ  (19) 
 
kde prvky matice A jsou funkcí exponentu singularity δ, matice vlastních vektoru je ve 
tvaru [ ]TIIIIIIIIIIII 212121 ,,,,, vvvvvvv = . Abychom získali nenulové řešení soustavy rovnic 
v (19), musí platit 
 
 
( )( ) .0det =δA  (20) 
 
Rovnice (20) je charakteristická rovnice definované trhliny a bimateriálového rozhraní. 
Řešením dostaneme vlastní čísla matice A, která představují exponent singularity δ. 
Dosadíme-li tento exponent zpět do vztahu (19) získáme vlastní vektory 
IIIIIIII
2121 ,,,, vvvv K  odpovídající exponentu δ [5]. 
 
Díky postupu uvedeného výše jsme schopni určit exponent singularity pro téměř 
jakýkoli případ trhliny na bimateriálové rozhraní. Důležité je správně nadefinovat hodno-
ty materiálů pomocí prvků matice poddajnosti uvedené ve vztahu (8). Dále je nezbytné 
stanovit geometrické parametry zkoumaného problému. Díky okrajovým podmínkám (18) 
vytýčíme nejen tvar trhliny, ale i polohu vůči rozhraní, tzn. v jakém materiálu se nachází. 
Společně s podmínkami spojitosti (18) určíme vlastnosti rozhraní. V našem případě jsou 
materiály dokonale spojeny. V reálném případě tomu tak nemusí být. 
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4. Numerický příklad 
  
Pro teoretický postup, odvozený ve třetí kapitole, aplikujeme několik konkrétních nu-
merických případů. Budeme zjišťovat exponent singularity pro pět ortotropních materiálů 
s různými napěťovými vlastnostmi. Z průběhů pro posuvy a napětí analyzujeme chování 
trhliny na bimatriálové rozhraní. 
Konfigurace je stejná jako v předchozí kapitole. Trhlina, která se nachází v materiálu 
označeném Matereál I, je kolmá na rozhraní (viz. obr.6) a jeho hodnoty jsou pro všechny 
případy stejné. U druhého materiálu (označeného Materiál II) budeme měnit napěťové 
vlastnosti, tzn. Youngovy moduly ve vodorovném směru Ex a ve svislém směru Ey. 
Ostatní hodnoty jsou ve všech případech a směrech stejné pro oba materiály (Poissonova 
konstanta ν, modul ve smyku G). Počátek polárního souřadnicového systému je na čele 
trhliny. 
 
Ex1 [MPa] 100 Materiál I Ey1 [MPa] 50 
Ex2 [MPa] 50 50 50 200 400 Materiál II Ey2 [MPa] 400 200 100 50 50 
δ1 [-] 0,653 0,526 0,480 0,547 0,593 Vypočtené hodnoty δ2 [-] 0,787 0,662 0,580 0,497 0,497 
Poznámka νyx = 0,3 [-] Gxy = 30 [GPa] Platí pro oba materiály 
 
Tab. 1: Tabulka zadaných a vypočtených hodnot. 
 
4.1. Popis výpočetního programu 
 
Numerické řešení provádíme v softwarovém programu Maple dodaný Ústavem mecha-
niky těles, mechatroniky a biomechaniky, který se skládá ze čtyř základních částí. V první 
části zadáváme všechny požadované hodnoty materiálů podle tabulky 1. Každý se vyzna-
čuje rozdílnými vlastnostmi ve dvou navzájem kolmých směrech, které jsou popsány 
Youngovými moduly Ex a Ey. Příkladem takového materiálu můžeme uvést kompozitní 
materiál s vlákny. Má-li hodnotu Ex větší než  Ey, pak vyztužující vlákna jsou ve směru 
osy x a naopak. 
Druhá část je početní, kde program vypočítá a vypíše matici poddajnosti, kterou 
můžeme napsat ve tvaru 
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kde Ex, Ey jsou Youngovy moduly pružnosti, Gxy je modul ve smyku a νyx je Poissonova 
konstanta [6].  
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Dále program vykreslí průběhy reálné a imaginární části funkce (20) do grafu (viz 
obr.7), kde na vodorovné ose x jsou hodnoty exponentu δ. Jejich společný průsečík na této 
ose je hodnota hledaného exponentu δ. Náš případ má dva exponenty, tzn. dva průsečíky. 
Třetí průsečík, který vidíme v grafu, nemá fyzikální význam. Je to pouze řešení z mate-
matického pohledu.  
 
 
 
Obr. 7: Příklad průběh funkce charakteristické rovnice s vyznačenými průsečíky na ose. 
 
V dalším kroku zadáme hodnotu prvního průsečíku a postupnou interací ji zpřesňu-
jeme nejméně na osm desetinných míst. Tento krok posléze opakujeme pro zbývající dva 
exponenty. V další fázi programu dojde k vykreslení dvou grafů pro složky vektoru posu-
vu ux, uy a tří pro složky tenzoru napětí σxx, σxy a σyy, které poslouží k vyhodnocení celého 
problému (viz obr.9,10). Pro jejích další zpracování slouží poslední část programu, kde 
dojde k vypsání hodnot do textového souboru. 
 
4.2. Vyhodnocení grafických závislostí 
 
V tomto odstavci se budeme zabývat vyhodnocením průběhů materiálu, jehož hodnoty 
jsou EX =50 GPa a EY = 400 GPa. Vyjdeme ze vztahů pro výpočet napětí a posuvů, které 
jsou ve tvaru 
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kde σij jsou složky napětí a ui složky posuv v blízkém okolí čela trhliny, Hk1(2) jsou zobec-
něné faktory intenzity napětí, Fij1(2) jsou bezrozměrné funkce, kterým odpovídají expo-
nenty singularity δ1(2),  r a θ jsou polární souřadnice [7]. 
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Veličiny označené indexem 1, ve vztahu (22), představují tahové zatížení (tedy mód I) 
a veličiny s indexem 2 smykové zatížení (mód II). Z tohoto důvodu vychází právě dva ex-
ponenty singularity δ1 a δ2. Pokud zatěžuji naši konfiguraci tahovým zatížením, smyková 
složka je nulová a naopak. Z průběhů pro posuvy a napětí (viz obr.9,10) zjistíme o jaký 
typ exponentu se jedná. Máme-li tahové zatížení, trhlina je rozevírána, tzn. posuvy v ose x 
na lomových plochách jsou nesouhlasné a tvar křivky je antisymetrický. Naopak posuvy 
v ose y jsou souhlasné (viz obr. 8) a tvar je symetrický. V tomto případě mluvíme 
o tahovém exponentu singularity označený δ1. Pro smykové zatížení je tomu přesně 
naopak a exponent značíme δ2. Dále je důležité, aby průběhy byly spojité z důvodu 
soudržnosti celé soustavy a podmínek definovaných při výpočtech. 
 
 
 
Obr. 8: Směry posuvů pro jednotlivé zatěžovací módy 
 
Při pohledu na průběhy napětí zjistíme, že i zde je symetrie. Ovšem u průběhu σxx do-
chází k nespojitosti na rozhraní, které je způsobeno rozdílnými napěťovými vlastnostmi 
materiálů. Dále je nezbytné, aby napětí σxx a σxy byly na lomových plochách nulové. 
V porovnání s ostatními materiály jsou průběhy (až na průběh σxx) podobného charakteru. 
Liší se pouze v hodnotách nebo hladkostí průběhu.  
Podívejme se nyní na samostatné exponenty singularity. Zaměříme se pouze na složku 
Youngova modulu, ve které se šíří trhlina, tzn. ve směru osy y. Je-li jeho hodnota v mate-
riálu I větší než v materiálu II, říkáme, že trhlina na rozhraní přechází z tvrdšího do měk-
čího materiálu. Ze vztahu (22) vidíme, že napětí je úměrné exponentu, což můžeme zapsat 
obecně ve tvaru 
 
1−
≈
δσ rij  (23) 
 
Šíří-li se trhlina v měkčím materiálu, nevzniká tak velké napětí σij a platí 
 
 
2/12/11 <→>− δδ  (24) 
 
Ovšem ve většině našich případů přechází trhlina z měkčího materiálu do tvrdšího. To 
znamená, že napětí σij musí být větší a vztah (24) je potom ve tvaru 
 
 
2/12/11 >→<− δδ  (25) 
 
Při pohledu na naše výsledky zjistíme, že exponenty se opravdu řídí podle vztahu (25). 
V případě trhliny v isotropním materiálu je exponent singularity rovný jedné polovině. 
Tomuto případu se výrazně blíží poslední dva zadané materiály, kde Ey1 = Ey2. 
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Obr. 9: Průběhy posuvů a napětí pro materiál s hodnotami Ex = 50 GPa, Ey = 400 GPa  
a tahovým exponentem singularity δ1 = 0,653. 
 
A) Průběh posuvu ux – spojitý, antisymetrický  
B) Průběh posuvu uy – spojitý, symetrický, záporný na lomových plochách trhliny 
C) Průběh napětí σxx – na rozhraní nespojitý, symetrický, nulový na lomových 
plochách trhliny 
D) Průběh napětí σyy – spojitý, symetrický 
E) Průběh napětí σxy – spojitý, antisymerický, nulový na lomových plochách trhliny 
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Obr. 10: Průběhy posuvů a napětí pro materiál s hodnotami Ex = 50GPa, Ey = 400 GPa 
a smykovým exponent singularity δ2 = 787. 
 
A) Průběh posuvu ux – spojitý, symetrický, záporný na lomových plochách trhliny  
B) Průběh posuvu uy – spojitý, antisymetrický 
C) Průběh napětí σxx – na rozhraní nespojitý, antisymetrický, nulový na lomových 
plochách trhliny 
D) Průběh napětí σyy – spojitý, antisymetrický 
E) Průběh napětí σxy – spojitý, symetrický, nulový na lomových plochách trhliny 
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5. Závěr 
 
Po nastudování uvedené literatury byly ve druhé kapitole vysvětleny některé základní 
pojmy lomové mechaniky. Ukázali jsme si typy zatěžovacích módů, které jsou nezbytné 
pro popis chování trhliny. Dále byl uveden Irwinův vztah pro výpočet napětí v blízkém 
okolí čela trhliny, kde vzniká vysoká koncentrace napětí. Z tohoto vztahu vycházíme 
v průběhu práce, kde jsme svou pozornost zaměřili na exponent singularity. Nakonec byl 
také zmíněn faktor intenzity napětí a nechyběly ani energetické podmínky pro stabilitu 
šíření trhliny v isotropním prostředí. 
V další kapitole následovalo sestavení numerického modelu pro trhlinu kolmou na 
bimateriálové rozhraní za pomocí teorie rovinné anisotropní pružnosti. Využitím vlastno-
stí funkcí komplexní proměnné byla odvozena charakteristická rovnice pro řešení expo-
nentu singularity, který byl cílem této práce. Nezapomněli jsme ani na okrajové podmínky 
a podmínky spojitosti pro napětí a posuvy. Následně proběhla kontrola modelu na 
numerických příkladech za použití softwaru Maple. Pro zadané materiály jsme vypočítaly 
hodnoty exponentů a vykreslily průběhy pro napětí a posuvy. V této práci jsou uvedeny 
pouze průběhy  jednoho materiálu, které jsou následně vyhodnoceny. 
 
Lomová mechanika má v dnešní době velký význam. Snahou této vědní disciplíny je 
předcházet či zabránit rozpadu tělesa vlivem trhliny. Tento jev má často tragické následky 
o kterých jsme se již přesvědčili v úvodu. S nástupem nových, modernějších, materiálů se 
klade větší důraz na bezpečnost a spolehlivost, a to nejen z pohledu konstrukčního. 
Bohužel nikdy nezaručíme úplnou bezpečnost. K nehodám dochází a docházet bude 
i v budoucnu. Ovšem pokud studie chování trhlin, nejen v kompozitních materiálech, 
napomohou těmto situacím předcházet, je to pro nás velkým přínosem. 
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7. Seznam zkratek a symbolů 
 
 
σij Složky tenzoru napětí 
 
ui Složky vektoru posuvu 
 
Hk Zobecněný faktor intenzity napětí 
 
KI Faktor intenzity napětí pro těleso namáhané módem I 
 
I, II, III Označení zatěžovacích módů 
 
Gij Modul ve smyku 
 
Gt Hnací síla trhliny 
 
Ei Youngův modul pružnosti 
 
νij Poissonova konstanta 
 
δi Exponent singularity 
 
r, θ Polární souřadnice 
 
We Energie napjatosti 
 
Wp Energie potřebná pro zvětšení délky trhliny 
 
Wz Energie vnějšího zatížení (vnějších sil) 
 
a Délka trhliny 
 
sij Prvky matice poddajnosti 
 
S  Matice poddajnosti 
 
Fij Tvarová funkce pro jednotlivé zatěžovací módy (I, II, III) 
 
LES Lechnicky – Eshelby – Strohův formalismus 
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8. Dodatky 
 
 
Dodatek A 
 
 
Funkce komplexní proměnné  
 
Funkce komplexní proměnné w = f(z), představuje zobrazení komplexní roviny z do 
komplexní roviny w. Jedná se tedy o zobrazení C → C. Vyjádříme-li proměnou z pomocí 
reálných proměnných x, y jako z = x + iy, lze tuto funkci vyjádřit jako  
 
 
( ) ( ) ( )yxivyxuzf ,, += , (1A) 
 
kde u(x,y), v(x,y) jsou funkce reálných proměnných x, y. 
 
Harmoničnost 
 
Harmonická funkce je každá funkce u, která je řešením Laplaceovy rovnice ve tvaru 
 
 ∆u = 0, (2A) 
 
kde ∆  je Laplaceův operátor, který lze zapsat v kartézských souřadnicích (v n-rozměrném 
prostoru) jako  
 
 ∑
=
∂
∂
=∆
n
i ix1
2
2
. (3A) 
 
Bi-harmoničnost 
 
Bi-harmonická funkce, využívaná hlavně v mechanice kontinua a lineárně-elastické 
lomové mechanice, je parciální diferenciální rovnice čtvrtého řádu. Vychází z harmonické 
funkce a její rozepsaný tvar v trojrozměrném kartézském souřadnicovém systému je 
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Dodatek B 
 
CD s obsahem této bakalářské práce v elektronické podobě (ve formátu PDF) a výpočetní 
programem Maple. 
